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Résumé

Nous examinons la notion de substitution de façon abstraite, sans la définir explicitement. Nous épinglons les traits
de la substitution afin de définir un concept de structure substitutive, appelélogos. Nous formulons ensuite un théorème
complétude en vue de préciser et de justifier le sentiment que les propriétés de la substitution usuelle peuvent êtr
uniquement des axiomes de logos.Pour citer cet article : M. Crabbé, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Axiomatisation of substitution. We investigate the notion of substitution in an abstract way, without defining it expli
We single out the essential features of the operation of performing a substitution in order to define a concept of su
structure, calledlogos. We then prove a completeness theorem making precise and justifying the intuition that formulas
the usual substitution can be proved from the logos axioms only.To cite this article: M. Crabbé, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Confronté au problème de la substitution, on commence généralement par définir celle-ci, plus ou mo
blement, selon qu’on veut traiter plus ou moins explicitement le problème des variables liées et on démontr
certaines propriétés de cette notion et ce sont ces propriétés et celles-là seulement auxquelles il sera fait
dans la suite. Il serait donc assez naturel de mettre d’entrée en évidence ces propriétés et de s’en conten
préoccuper de la manière dont elles ont été établies. C’est dans cette optique que nous définissons comm
une notion de structure substitutive appelée « logos » qui axiomatise la substitution simple. Nous indiquon
comment réduire la substitution simultanée à la simple et nous formulons un théorème de complétude
le sentiment que les axiomes de logos suffisent à établir toutes les propriétés de la substitution. Nous es
outre que ces structures méritent d’être étudiées indépendamment de la notion de substitution qui les a m1

Adresse e-mail :crabbe@risp.ucl.ac.be (M. Crabbé).
1 Il est utile de remarquer ici que les recherches inaugurées par l’article [1] ont en commun non seulement de rendre la substitution

mais encore en quelque sorte de ladéfinir explicitement dans la mesure où des règles de réduction ont pour effet de la faire rentrer à l’in
des termes. Ces recherches ne recoupent donc que très partiellement le propos de cette note, puisque la structure interne des term
demeure cachée et, partant, la « définition » de la substitution y est seulement implicite.
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.01.021
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2. Le concept de logos

Un logosL est une structure〈TerL,VL, vlL, subL〉, oùTerL est un ensemble,VL une partie infinie deTerL, vlL
une application deTerL vers les sous-ensembles finis deVL et subL une application deVL × TerL × TerL vers
TerL.

Les éléments deTerL sont lestermeset seront notésM,N , P, . . . ; les éléments deVL sont lesvariables, notées
x, y, z, . . . ; vlL(M) est l’ensemble des variables(libres) deM ; subL(〈x,M,N〉) est le résultat de lasubstitution
deN à x dansM. Nous omettons la mention deL quand ce n’est pas nécessaire et nous adoptons les not
M[x :=N] poursub(〈x,M,N〉) etM[x :=N][y := P ] pour(M[x :=N])[y := P ].
Un logos doit vérifier les axiomes :
1. vl(x)= {x} ; 2. Six ∈ vl(M), alorsvl(M[x :=N])= (vl(M) \ {x})∪ vl(N) ;
3. Siy /∈ vl(M), alorsM[x := y][y := x] =M ;
4. Six = y et x /∈ vl(P ), alorsM[x :=N][y := P ] =M[y := P ][x :=N[y := P ]] ;
5. x[x :=M] =M ; 6. Six /∈ vl(M), alorsM[x :=N] =M.

3. Exemples

Logos de substitution.L’ensemble des termes d’un langage avec une infinité de variables, muni de la subst
est évidemment un logos. Plus précisément, soit un ensemble infini de variables et un ensemble de
fonctionnelsn-airesφn. Les termes sont définis comme suit : les variables sont des termes ; siM1, . . . ,Mn ∈
Ter, alors φn(M1, . . . ,Mn) ∈ Ter. vl(M) et M[x := N] sont définis inductivement de façon à s’interpré
respectivement, comme l’ensemble des variables deM et le résultat de la substitution deN à x dansM.

Logos des suites finies.Soit un ensembleL qui est la réunion d’un ensemble infini de « variables » et d
ensemble disjoint de « constantes ». Le logos des suites finies surL a pour termes l’ensemble des mots suL
et les applicationsvl et [x := P ] sont les prolongements naturels de leurs restrictions àL : vl�L(M) est{M}, siM
est une variable et∅, si c’est une constante ;sub�L(x,M,P) estP , siM estx etM, sinon.

Termes ensemblistes.Cet exemple généralise celui des logos de substitution en ce qu’il ne suppose p
les termes sont construits avec des symboles fonctionnels. En plus d’un ensemble infini de variables, du
relationnel binaireε, des parenthèses et des symboles logiques usuels, il y a un abstracteur{ | }. Les termes son
définis — simultanément avec les formules — comme suit : les variables sont des termes ; siP etQ sont des
termesP ε Q est une formule ; siA,B sont des formules etx une variable, alors¬A, (A∧B), (A∨B), (A→B),
(A↔ B), ∀xA et∃xA sont des formules et{x |A } est un terme.

Les opérateurs liant les variables sont∀, ∃ et{ | }. Si les variables liées sont éliminées par une méthode co
les carrés de Bourbaki, alorsvl(P ) etQ[x := P ] peuvent être définis de la manière usuelle.

Nous pouvons évidemment restreindre la collection des termes à une sous-collection quelconque fe
substitution, comme les termes positifs, les termes (faiblement) stratifiés, . . .

Ensembles. Soit A un ensemble infini d’«atomes ». Les variables sont les éléments deA et les autres terme
sont les ensembles bien fondés héréditairement finis au dessus deA. On obtient un logos si on adopte la définiti
inductive suivantevl(x) = {x}, x[x := N] = N , y[x := N] = y (pour y = x) et, siM n’est pas une variable
vl(M)= ⋃{ vl(N) |N ∈M } etM[x :=N] = {P [x :=N] | P ∈M }.

Si on généralise cet exemple aux non bien fondés, en utilisant l’axiome d’antifondationAFA avec atomes, on
obtient une notion de langage avec des termes non bien fondés.
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4. La substitution simultanée

La définition suivante montre que la substitution simultanée se réduit à la substitution simple. Soit une
variables distinctesx1, . . . , xn.
M[x1 := N1, . . . , xn := Nn] est le termeM[x1 := x ′

1] . . . [xn := x ′
n][x ′

1 := N1] . . . [x ′
n := Nn], où les variables

x ′
1, . . . , x

′
n sont distinctes, ne sont pas dansvl(M) et x ′

j /∈ vl(Ni) et xj = x ′
i , si 1� i < j � n. Les axiomes de

logos permettent de montrer que cette définition est légitime en ce qu’elle est indépendante de la suitex ′
1, . . . , x

′
n

particulière choisie. Ces axiomes suffisent également à établir les propriétés attendues, en particulier
suivantes2 :

M[x1 := x1, . . . , xn := xn] =M, (1)

M[x1 :=N1, . . . , xn :=Nn][y := P ] =M[
x1 :=N1[y := P ], . . . , xn :=Nn[y := P ]],

si y /∈ vl(M) \ {x1, . . . , xn}. (2)

5. La complétude

Alors que les quatre derniers axiomes de logos expriment des propriétés fondamentales de la substi
énoncé concernant le nombre de termes ou le nombre maximum de variables dans un terme appara
purement contingent. La définition d’équation conditionnelle ci-dessous est destinée à exprimer cette n
propriétéessentiellede la substitution par opposition aux propriétés accidentelles.

Le langage des logoscomprend une infinité dénombrable de variables ainsi que le symbole fonctionnel te
Sub, le symbole relationnel binaire∈vl et les symboles logiques=, ¬, ∧, ∨, →, ↔, ∀ et∃. Le termeSub(S,T ,R)
est notéT (S :=R).

Une valuationα des variables du langage par les termes d’un logosL s’étend par induction aux termes d
langage :α(T (S :=R)) estα(T )[α(S) := α(R)], si α(S) est une variable deL et α(T ) sinon. La satisfaction
des formules atomiques parα se définit comme suit :L |=α T ∈vl R ssi α(T ) ∈ vlL(α(R)) ; L |=α T = R ssi
α(T )= α(R).

Une formule estvalide dans un logos ssi elle est satisfaite par toute valuation en interprétant les
connecteurs logiques de la façon standard.

Une condition est une formule dans laquelle n’apparaît pas le symboleSub et où les quantificateurs so
restreints aux formules de la formev ∈vl v. La condition apparemment peu naturellev ∈vl v exprime en réalité
quev est une variable. Une formule comme, par exemple, «w a exactement trois variables distinctes deu et v »
s’exprime par une condition. En revanche, on prouve que «w

(
v := v′) =w (

v := v′′) », qui n’est pas une condition
ne peut pas non plus s’exprimer comme une condition.

Un terme simpleest soit une variable, soit un terme de la formeT (v :=R), où v est une variable etT , R des
termes simples.

Une équation conditionnelleest une formule de la formeC → T = S, oùC est une condition etT et S des
termes simples.

Théorème 5.1. Une équation conditionnelle est valide dans tout logos ssi elle est valide dans les log
substitution.

Démonstration. Une bijectionF entre des ensembles finis de termes des logosS etL est unisomorphisme partie
entreS etL ssi

2 En réalité il suffira pour la suite de supposer que les axiomes de logos justifient la définition de substitution simultanée et entr
deux propriétés — qui s’obtiennent par des raisonnements équationnels. On pourrait donc à la limite s’épargner la peine de les dé
les insérant dans la définition même de logos.
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– chaque variable d’un terme du domaine deF est dans le domaine deF , et chaque variable d’un terme d
l’image deF est dans l’image deF ;

– M ∈ vlS (N) ssiF(M) ∈ vlL(F (N)), pourM, N dans le domaine deF .

Par va-et-vient, on aS |=α C ssiL |=β C, pour toute conditionC et isomorphisme partielF tel queβ(v) =
F(α(v)) — pour lesv libres dansC — et dont le domaine inclut les images parα des variables libres deC.

SoitX un ensemble fini de termes d’un logosL incluant toutes leurs variables. À chaque termeM deX qui n’est
pas une variable, on associe injectivement un symbole fonctionnelφM d’un logos de substitutionS dont l’arité est
le nombre de variables deM et on définit une bijectionν... entre les variables deX et un ensemble fini de variable
deS. Fixons un ordre strict≺ sur les variables dans l’image deν. Alors, la surjectionF surX définie par

F(νx)= x ; F
(
φM(νx1, . . . , νxn)

) =M,
avecνx1 ≺ · · · ≺ νxn et vlL(M)= {x1, . . . , xn}, est un isomorphisme partiel entreS etL.

Comme les termes d’un logos de substitution ont une construction unique à partir des variables et des
fonctionnels, on peut — grâce à la propriété (1) — prolongerF en une fonction̂F définie inductivement pour tou
les termes deS contenant lesφM et les variables dans l’image deν :

F̂
(
φM(M1, . . . ,Mn)

) =M[
x1 := F̂ (M1), . . . , xn := F̂ (Mn)

]
,

oùF(φM(νx1, . . . , νxn))=M. En utilisant les axiomes 5 et 6 ainsi que la propriété (2), on montre par inductio
les termes deS queF̂ (M[νy :=N])= F̂ (M)[y := F̂ (N)].

Supposons maintenant que l’équation conditionnelleC → U = V est valide dansS et soitβ une valuation
dans un logosL qui rendC vrai. Donnons-nous, comme ci-dessus, un isomorphisme partielF entre un logos de
substitutionS etL, dont l’image inclut l’image deβ . Soit encore une valuationα dansS telle queF(α(v))= β(v),
pour les variables libresv deC → U = V . On a vu queC est vrai dansS pour la valuationα. Par conséquen
α(U) = α(V ). Il reste donc à vérifier queβ(U)= β(V ). Pour cela nous montrons par induction queF̂ (α(T ))=
β(T ), pour tout terme simple « engendré » par les variables libres deC → E. En effet, dans le cas non trivial o
α(v) est une variable deS, nous obtenons :

F̂
(
α(T (v := S))) = F̂ (

α(T )
[
α(v) := α(S)]) = F̂ (

α(T )
[
νβ(v) := α(S)

]) = β(T )[β(v) := β(S)]. ✷
En adoptant la notation sans parenthèses, dite «polonaise », pour identifier un terme d’un logos de su

à une suite finie de symboles fonctionnels et de variables, on obtient le

Corollaire 5.2. SoitL∗ le logos des suites finies sur un ensembleL incluant un ensemble infini de constantes. U
équation conditionnelle est valide dansL∗ ssi elle valide dans tout logos.

Remarquons que ce dernier résultat serait faux siL ne comportait que des variables. En effet en ce ca
« commutativité »v est la seule variable deu et deu′ → u(v := u′)= u′(v := u) serait valide dansL∗, mais non
dans les logos de substitution.

Le théorème de complétude a pour conséquence pratique que si les termes d’un système formel fo
logos, on peut les traiter du point de vue de la substitution sans se préoccuper de leur structure intern
simplement comme des termes de la logique du premier ordre.
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