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NF en un nombre fini d'axiomes*
par Marcel Crabbé

Les axiomes de NF sont :

extensionnalité :
VaVy (Vz(z €z z€y) »x=1y)

compréhension (pour chaque ¢ « stratifiée ») :
IV (x € y « @).
On obtient NFU en affaiblissant I’extensionnalité :
VaVy (Fvv ez — (Vz(z€x - 2z €y) —x=1y))

On va montrer que le schéma de compréhension peut étre remplacé par les axiomes
suivants :

1. 3yVz(z €y z=aVz=>0) ({a,b} existe)
2. YWVz(zey— Ju(ueaAVo(v €z —v=u))) (USC(a) existe(M))
3. yvVovw ({v },{w}) € y < (v,w) € a)

4. FyVovw ((v,w) € y < (w,v) € a)

5. JyVoVwVu ((v,w,u) € y « (v,w) € a)

6. JyVovVwVu ((v,w,u) € y < (v,u) € a)

7. YVoVw ((v,w) € y > w € a)

8. JyVovw (({v },w) € y v € w)

9. JyVz(z €y« Ju(z €uNu€a)) (U(a) existe(M)
10. IyVz (z € y < -z € a) (@ existe)

11. IyVz (z € y < Fu((u, 2) € a))

Le systeme formé de ces axiomes et de I’extensionnalité (affaiblie) sera désigné par
Nf (NfU). Les axiomes de Nf (NfU) sont des théoremes de NF (NFU), de par la
définition du n—uple ci-dessous.

Les n—uples

(a,b) est une abréviation pour {{a }{a,b} }.

{ai,by,...,byy1) est une abréviation pour {{a}??, (by,...,bpy1)} (n >0, {a}°
est a, {a}ftl est {{alF}).

On conviendra que (a) est a.

Par les axiomes 1 et 9, (a1, ...,a,) existe pour tout aq, ..., a, (n > 0).

On montre facilement, par récurrence sur k, que

(P) <a1,...,ak,b1,.. q_|_1> <{CL1} q ,{ak }Qq,<bl,...,bq+1>>.

Séminaire interuniversitaire de logique. Séance du 8 novembre 1973.

En toute rigueur, cette abréviation n’a de sens que si on a la pleine extensionnalité.
Les abus qui en sont faits dans la suite peuvent étre corrigés d’une maniere
évidente.
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Lemme d’existence Si ¢ est une formule stratifiée, si m est supérieur a l'indice
le plus grand utilisé pour stratifier ¢, si k; est le nombre assigné a z; lorsque x;
est une variable libre de ¢, alors

YV, . Vo, ({2, }m_kl, con{xn }m_k"> Ey<— )

est démontrable dans Nf (NfU), pour tout n (n > 0).

Démonstration.

On peut supposer que les formules a € b, a € x;, a = b n’apparaissent pas dans ¢
(on remplace a € bpar Jv (v =aAv €b),a € x; par v (v =aAv € z;),a=D>
par Jv (v =a Av =0)).

On suppose également que ¢ est construite a ’aide des constantes €, =, =, Vv, 3.
La démonstration est une induction sur la construction de ¢.

1. ¢ est x; € x;.

Par 'axiome 8, on dispose d'un « tel que :

Vo, Vo, ({x; },x5) € o & x; € x5)

Par 'axiome 4, on peut supposer que ¢ < j.
Si j # n, on a, par 'axiome 3, un 3 tel que :

Vg (({ {2}y RH20md=0 fg; ymohit2mim) € 5o @y € )
Alors, par I'axiome 5, P et le fait que k; = k; + 1, on a un vy tel que :
Vo Vo, Vo, ({0 Lo Yk {2, YR €y oy € 1)

(quand j = n, on a la méme chose par I’axiome 3)
Si j # i+ 1, on utilise la définition du n—uple pour obtenir, apres 7 — i — 1
applications de ’axiome 6, un « tel que :

Vo, Vo, (({z ™% {2, )7 € a o a; € 2)

Finalement, si 7 # 1, on utilise a nouveau la définition du n—uple et, apres i — 1
applications de ’axiome 7, on a le résultat annoncé.
2. ¢ est x; € a.
On a, par la logique,
YWV, (x; €y < x; € a)

Sii # n, on a, par m — k; +2(n — i — 1) applications de ’axiome 2, un « tel que :
Vi, (({a; Y Rt2=i=0y e 4 1y € a)
Par les axiomes 7 et 4 et par P, on a un (3 tel que :
Vg Vo, ({z Y F e, ") € B 2y €a)

Enfin, si ¢ # 1 on procede comme dans le cas précédent.
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3(2) ¢ est T, = I;.
On a, par les axiomes 1, 9 et 10, un « tel que :

Vo, (x; € a > x; = x;)

Cet ensemble est unique, on le notera V. La démonstration se poursuit comme
dans le cas précédent.

4. Si Qs est Ty =Ty (] 75 2)

Comme z; = x; ssi (z;,2;) = {{z;}} = {{x;}}, on a, par axiome 2 et
I'existence de V', un « tel que :

Vo Vo, ((zi,x5) € o = x; = x5)

On acheve comme dans le premier cas.
5. ¢ est x; = a.
On a, par l'axiome 1, un « tel que :

Va, (z; € a < x; = a)

On acheve comme dans le second cas.

6. ¢ est Y V x.

Comme ¢ est stratifiée, ¥ et x le sont également. L’indice le plus grand utilisé
pour 1 V x est supérieur a ceux utilisés pour ¢ et x. On a donc, par ’hypothese
d’induction, un « et un [ tels que :

Yoy Vo, ({z )R {2, Y € a o o)
Yoy Vo, ({z )5 {z, Y7 ) e B o x)

Donc,
Vo Vo, ({z )78z, ") caUB =9 V) (axiomes 1 et 9)

7. ¢ est .
Comme ¢ est stratifiée, ¢ 1'est aussi et avec les mémes indices. On a le résultat
par ’hypothese d’induction et ’axiome 10.
8. ¢ est Jv.
¢ étant stratifiée, 1 l'est aussi et avec les mémes indices (on peut supposer que v
a une occurrence libre dans ). On a donc, par I'hypothese d’induction, un « tel
que :

Vovey. . Yo, ({v Y F {7k e, YR € ac o q))

Si on se trouve dans Nf, on peut sauter les trois cas qui suivent en utilisant la
définition extensionnelle de I’égalité :

r=y—Vz(zexr - z€y)



Et donc
V.. Vo, (Jo({ oy F {z 78 {2, ) € ) o Tuy)
Par les axiomes 2, 7 et 4, on a un 3 tel que :
Vovw (({v}, {w}) € B ve USCFH20D ()
Des lors (axiomes 1, 9, 10),
Vay.. Vo, (Gu (v, {z )77 {z, 7)) e anB) < Juy)
Donc, par 'axiome 11, il y a un ~ tel que :

Voy. . Vo, ({z 770 {2, 770 €y o Fuy)

c.q.f.d.
Théoreme Si ¢ est stratifiée, alors
YV (x € y « @)
est démontrable dans Nf (NfU).
Démonstration.
Par le lemme, on a un « tel que :
Vo ({2} ") € a = ¢)
Des lors,
Vo (z € U™ *(an USC™ (V) « ¢)
c.q.f.d.
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