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Les exigences auxquelles doit satisfaire la theorie pr6dicative

des types ont contraint celle-ci d exclure des ensembles qui,

tel la r6union d'un ensemble donn6, sont d'usage courant (voir

[1]) ( '). La th6orie ramifi6e des types est appelee dr lever ces

limitations tout en respectant, en principe, la predicativite. On

en rejettera donc toute d6finit ion faisant ref6rence d une tota-

l it6 qui renferme I'objet d d6finir. Mais, d'autre part, on ne

s'y restreindra pas aux ensembles d6finis pr6dicativement. Ces

deux revendications demeurent contradictoires tant qu'on

n'6largit pas la notion de <type>. On echappe d cette contra-

diction en introduisant un nouveau concept, celui d'<<ordre>>,
qui, se combinant e celui de ntyper, permet de grouper les

objets en sorfes. Ces sortes correspondent, d peu de choses
pres, d ce que Russell nomme <type>.

L'univers ramifie se construit, comme celui des types, d
partir de la totalit6 des objets qui ne sont pas des ensembles.

Ces objets forment Ia sorte 0. Les individus de cette sorte

sont egalement de type 0 et d'ordre 0. Si o est une sorLe d'ob-
jets de type k et d'ordre n, un ensemble d'objets de sorte o est

de type k + 1. Son type est donc directement fonction de ce-

lui de ses 6l6ments. Son ordrer par contre, depend essentielle-

ment de la formule qui le d6finit, bien qu'i l  ne soit pas com-

pletement determin6 par elle. I l ne peut en aucun cas 6tre in-

f6rieur ou 6gal d I 'ordre des 6l6ments d'une totalit6 qu'elle

pr6supposerait tant par le biais de quantif icateurs que par ce-

lui de paramdtres. I l peut, en revanche, 6tre egal au nombre

mr par exemple, si cette formule ne contient pas de variable

libre d'ordre m * 1 ou plus, ni de quantif icateur portant sur une

classe d'objets d'ordre m ou plus. Nous pouvons donc suppo-

ser que cet ensemble est d'ordre strictement sup6rieur d I 'or-

(1) Bien que nous renvoyions constamment d cet article, I'intelligence du
pr6sent travail n'en demande qu'une lecture superficielle.
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dre n de ces 6l6ments. Dds lors, si m ) n, m (cr) d6signera la
sorte des ensembles d'objets de sorte o, d'ordre m.

Cette construction ldve la contradiction initiale. Les restric-
tions impos6es d la formation d'un ensemble concernant les
ordres apportent des garanties suffisantes pour que le prin-
cipe de pr6dicativit6 soit maintenu. En outre, toute formule
peut cette fois d6finir un ensemble. Mais celui-ci se verra as-
signer un ordre suffisamment 61ev6, afin de conjurer le cercle
vicieux.

La pr6sentation que nous venons de donner met I'accent sur
les trois notions de type, d'ordre et de sorte. La dernirSre de ces
notions n'est pas toujours suffisamment mise en 6vidence par
les auteurs qui se r6ferent aux th6ories ramifi6es et, en pre-
mier lieu, par Russell. EIle permet pourtant de r6soudre la
difficult6 principale li6e d" ces th6ories, qu'est leur formalisa-
tion. Celle-ci ne peut pas se borner d ajouter simplement une
hi6rarchie <horizontale> des ordres a celle, <verticale>, des
types. Elle doit pouvoir en plus rendre compte de differences
de constitution entre objets de m6me type et de m6me ordre.
Ainsi, elle devra permettre de discerner les objets d'ordre 3
et de type 2 ayant des 6l6ments d'ordre 1, de ceux, 6galement
d'ordre 3 et de type 2, ayant des el6ments d'ordre 2. Or cela
n'est possible que si I'on distingue des sorfes d'objets d'un
type et d'un ordre donn6s, par exemple 3 (1 (0)) et 3 (2 (0)).

Le formalisme que nous utiliserons s'inspire notamment de
Lorenzen [2]. Comme dans [1], nous nous limiterons d des th6o-
ries sans symboles speciaux pour les relations, ou ensembles
de n-uples. On peut toujours, en principe, s'en dispenser en
definissant le couple d'une manidre appropri6e. Nous ne tien-
drons pas compte non plus de I'axiome de I'infini et de I'axiome
du choix. Ceux-ci posent des probldmes particuliers qui, du
reste, ne sont pas propres d la ramification.

Certaines propositions, qui ont d6jd fait I 'objet d'une argu-
mentation non technique ou trop peu satisfaisante, pourront
etre demontr6es clairement dans ce formalisme. De plus, it
ressortira du theordme 5 de cet article, que la th6orie ramifi6e,
qui se presente comme 6tant plus riche que la simple th6orie
predicative n'est pas, en fait, plus puissante que celle-ci.
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l. Le langage 9.

1.1. Sortes, types, ordres et degrds.

Une sorfe est une suite finie strictement d6croissante de nom-

bres naturels ayant 0 pour dernier terme.
Les types et les ordres sont des entiers positifs. r (cr), ou Ie

type de la sorte o, est le predecesseur (dans la suite des en-

tiers) de Ia longueur de u.
Si n est un entier strictement positif, inf6rieur ou 6gal a Ia

longueur de la sorte a, a(n) est Ie nieme terme de Ia suite a.

0(o), ou I 'ordre de c, est 0(1).L'ordre d'une sorte est donc tou-
jours sup6rieur ou egal d son tYPe.

S ("),  ou le degr6 de a, est Ie nombre 0 (") - t(o).Si p est un

entier strictement positif et strictement inferieur d la longueur

de cr, 61 - p est la sorte obtenue en 6tant le terme g (p) de la

suite cr.

Exemples.

Soient les sortes:

4,  3,  2,  l ,  0 i  0 i  4,  2,  0 et5,  0.

Designons-Ies respectivement par o, 0, Y et e. On a:

r(B) :0(B) :  0; t (e)  :  1;r(Y) :2 i

t (s)  :  0(q) :  0(v)  :4;  0(e) :  5;  D(o) :  D(13)
:  0;  0 (Y) :  2 i  D (e) :  4 i  c,  -7 :  3,2,L,0i

a-2:  4,2,  1,0;  cr-3 :  4,3, '1" ,0;  a-4:  4,3,2,0i

y- l  :  2,0i  y-2 :  4,0i  s- l  :  0.

Pour la convenance des notations, une sorte a autre que 0

sera parfois not6e cr (1) (" - 1).

1.2. Symboles.

Pour chaque sorte cl, on dispose d'une infinit6 d6nombrable

de voriobles, not6esi X*, Yo,zo .. . .  On suppose qu' i l  y a'  pour

chaque sorte, une 6num6ration des variables de cette sorte.
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Chaque variable est donc d6termin6e par sa sorte et par son
num6ro, ou sa place dans I 'enumeration des variables de

m6rne sorte (t). Nous convenons de d6signer 1a nieme variable

de sorte 0 par x0, si x" d6signe la niu*" variable de sorte cr.

Pour chaque sorte u autre que 0, .9/ possdde un syrnbole rela-

t ionnel  b inairer €o.

I contient 6galement les symboles logiques usuels, le sym-

bole d'6galit6 et les parenthdses.

L3, Formules.

Les formuies atomiques sont celles de la forme: xo-1 €o yo

et x" : yo, Les autres formules se construisent a partir de

celles-ld en uti l isant les signes logiques et les parentheses (3).

t.4. Remarques et d6linit ions,

Les notions de type, d'ordre et de degr6 d'une sorte o s'6ten-

dent, par abus de langage, aux variables de sorte o. Donc,

r(x")  :  r (u) '0(x")  :  0(")  et  D(x")  :  0(") .

Une formule est d'ordre k(k > 0) si les variables ayant des

occurrences l ibres dans cette formule sont d'un ordre inferieur

ou 6gal a k et les variables ayant des occurrences l iees dans

cette formule, d'un ordre strictement inferieur a k.

On remarquera que, par cette definit ion, une formule d'ordre

k est 6galement d'ordre n, si n ) k.

Si m 7 0, I (m) est le fragment de I dont on a exclu les

variables (et les formules qui en d6rivent) de degre strictement

superieur a m. Une Jormule de degrd m est une formule de

I (m).

Les indices indiquant les sortes seront omis lorsqu'aucune

ambiguite n'est possible ou d craindre.

(t)  La qieme variable a est assimilable au couple <n,c).
(t) Si q et q, son des formules, alors ) g, (q A .p), (g V .1,), (q + r}r),

f *og, Vxog sont 6galement des formules.
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2. La th6orie TR

Les axiomes logiques et les rdgles de deduction de TR sont
des adaptations evidentes au langage I des axiomes et rdgles
du calcul des predicats avec egalite. Cela veut dire not.amment
qu'en plus des restrictions habituelles qui permettent de for-
muler axiomes et rdgles, il est exige qu'une variable ne peut
€tre substituee qu'A une variable de m6me sorte (*).

Le systeme TR comprend, en outre, des axiomes d'extension-
nalitd et de comprdhension. La classe Exl des axiornes d'exten-
sionnalit6 est I'ensemble des formules de la forme:

Y z"-r  (za-1 €o xa <> zo-t  €, ,  y")  -> xd :  yo.

La classe Comp des axiomes de compr6hension est I 'ensemble

des formules de la forme:

f y" Vx"-1 (x"-r e.oyo + cp), otr q est une formule d'ordre 0 (o)

et ou yo n'a pas d'occurrences l ibres dans cp.

Au cas ou f y" Vxt-1 (x"-1 Go y" *> p) est un axiome de

compr6hension, I 'expression {;a-t I q }" sera admise pour

abr6ger certaines formules. Les rdgles qui gouvernent I 'uti i isa-

tion de ces expressions seront conformes d I 'usage en la rna-

t idre pour le premier ordre.  De meme, les expressions {1, , -1} t t
et {T (") lq}" serviront d'abreviations pour {v"-t I v"-1 - 

"a-1}a'
et {ya-t I f x (v"-t : T (x) A p) }", respectivement. L'harmonie

de ces ticritures est l i6e d la pr6sence des axiomes d'extension-

nalit6 (5).

(a) Ainsi les formules de la forme (V 
" 

q (x)-+ q (V)) ne seront admises

au rang d'axiome que si x et y sont de mdme sorte.

Il faut signaler a ce propos que le non-respect de cette clause ne viole

pas n6cessairement les rdgles de Iormation. On peut, par exemple, rem-

placer dans ia formule 10 s y1(0), la variable y1(0) Par z2(0) pour obtenir

I 'expression x0 e 22(0) qui reste bien form6e.

(5) Si  a-  1 -  B- 1 et  s i  0 (a) + 0 (B),  les expressions {xtr-r  lq}"  " t
{*"-1lq}t t  sont dist inctes et  se r6ferent d des ensembles dist incts.  L ' in-

dice marquant la sorte de ces expressions est  donc indispensable pour 6vi-

ter l 'ambiguit6.
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Si m 7 0, Comp n g (m) et Ext n g (m) sont d6sign6s res-
pectivement par Comp (m) et Ext (m) . p (m) est la relation de
deductibilit6 restreinte d I (m). En d'autres termes, si g1, ..., qu
et rir sont des formules de I (m), er, ..., gn r (m) rp signifie qu'il
y a une derivation (n'util isant que la logique de TR) de q a
part ir  d" qt,  . . . ,gn, dont toutes les formules sont dans I (m).
Enfin, TR (m) est le fragment de TR bas6 sur F (m), qui a Comp
(m) * Exf (m) pour axiomes non logiques.

Convenons qu'une formule est notmale ssi il n'y a pas dans
cette formule d'occurrences de deux variables distinctes de
m6me num6ro. Dans un but de simplification, certaines proposi-
tions concernant une classe de formules seront restreintes aux
formules normales de cette classe. Cela n'aura pas d'inciden-
ce sur la g6n6ralit6 de ces propositions dans la mesure of -
c'est aise d voir - tout 6nonc6 est 6quivalent d un 6nonc6 nor-
mal et ori toutes les formules apparaissant dans une d6monstra-
tion (formelle) d'une formule normale peuvent 6tre suppos6es
normales.

3. Structures et moddles.

Une sfructure ,.& pour le langage I ou pour I'un de ses frag-
ments est la donn6e pour chaque sorte cr (du langage), d'un
ensemble non vide M,, et pour chaque sorte 0 (du langage)
autre que 0, d'une relation (9 entre 6l6ments de Ms-1 et Mp
(<s g Mp-r x MB) ( ' ) .

Les notions de satisfaction et de moddle peuvent se d6finir
par extension des notions correspondantes pour le calcul des
pr6dicats, d condition d'assigner aux variables de sorte o des
6l6ments de M" et de faire correspondre d e9 Ia relation (p.

C'est 6galement par g6neralisation que la c6ldbre preuve de
Henkin (pour le premier ordre) montre que tout ensemble de
formules, coh6rent avec la logique de TR, admet un moddle.

(6) Les fragments de I que nous consid6rons possddent toujours la
sorte B-1 s ' i ls  possddent B.
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4. L' 6quivalence tormelle.

Le concept d'6quivalence formelle, introduit par Russell, per-
met de relier entre elles des fonctions propositionnelles qui,
quoique d'ordres diff6rents, se trouvent neanmoins verifiees
par les m6mes objets. Nous exprimerons cette relation, qui

sera notee -, dans le cadre de la th6orie TR de la manidre
suivante:

405

xo - yo ssi
ctB

x -y ssl

oir, bien entendu, y

xo : yo;

(Y , '  (r '  =*o * , t  = yF),
:  u-1 :  0-1.

Th6ordme l.

a. - est une relation d'6quivalence.
b.  SiO (a) < 0 (13) et  s i  a- l  :  B-1,  a lors

TR r- Vx" :l YB(Yo"\'xa).
c.  Si  g(x")  et  q(y0) sont des formules et  s i  u- l  :  B-1,

alors TR r- xo - y0 -+ (q (x") <+ q (y0)).

Ddmonstration, a est imm6diat et b d6coule directement des
axiomes de compr6hension. Pour d6montrer c, nous 6liminons
d'embl6e le cas, trivial, or) x" n'a pas d'occurrence libre dans
q (x"). Nous constatons 6galement que c se d6duit des axiomes
d'extensionnalit6 et logiques, si 0 (") : 0 (B). Il reste donc d
envisager le cas oir x" a au moins une occurrence libre dans cp
(x") et ou 0 (o) + 0 (0). Si q (x") est une formule atomique,
alors, compte tenu de ce que l'expression q (yB) est bien form6e,
il y a deux possibilit6s:

q (x") est de la forme vd-r I vo €t, dds lors, p (y0) est

zp-1 = Ytt.
q (x") es{ x" : 11' et, dds lors, q (y0) est y0 : y0.

La proposition est chaque fois v6rifi6e. Le r6sultat s'obtient, d
partir de ld, par induction.
Le th6ordme qui suit g6n6ralise un axiome logique.

1.

2.
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Si q (x") et q (y0) sont des formules et si 0 (3) < 0 (o), alors
TR r- Vx" q (x") + q (yo).

Ddmonstration, Le seul cas pertinent est celui oir I'une des oc-
currences - prises en consid6ration - de x" dans q (x") se
trouve dans une sous-formule autre que xo : xo et ou
0 (B) < 0 (o). Soit 7t-r s yu une telle sous-formule. Alors
zo-r e. y0 est bien form6e. Par consequent, s - 1 : p - 1. Le
theoreme t, b et I'hypothdse donnent donc: TR r- 3 x.,
(x" ̂ , y01.
D'autre part, le th6ordme 1, c et la logique entrainent:

TR r- x - y -+ (q (x) <+ q (y)),
TR r-  x -  y-+ (V xq (x)  +cp (y))

et

TR r- 3 x (x - y) -+ (Vx q (x) -+ p (y)).
D'ot, TR r- V* q (x) -+ q (V).

5. Ramitication et pr6dicativit1.

Dans cette section, nous entamons l'6tude des rapports entre
TR et la th6orie TP, pr6sent6e dans [1]. ces deux systdmes sont
formul6s dans des langages differents. Le langage g d,e Tp
utilise des variables indexees par des types (entiers positifs)
et non, comme c'est le cas pour 9, par des sortes. Des pro-
c6des de traduction seront n6cessaires pour comparer Tp et
TR.

En vue de traduire les expressions de -!? dans ,9, on associe
d chaque type k une sorte o'(k) de maniere que:
on transforme ensuite chaque formule q de g en une formule

o(o) :0,

o(n*1) :  n*1(o(n)) .

n



RAMIFICATION ET PREDICATIVITE

k
o [cp] de I en y remplaqant chaque variable x par

Moyennant cette traduction, TP apparait comme
de TR. En effet,

Th6ordme 3.

Si TP F e, alors TR r o [q].

407

o (k)
X

une part ie

Ddmonstration. Il suffit de montrer que la suite de formules de
.9/ obtenue en traduisant les formules d'une derivation (for-
melle) de g dans TP, est une d6rivation (formelle) de o [9] dans
TR. Les axiomes logiques et d'extensionnalite sont preserv6s
par I'operateur o, ainsi que les rdgles de derivation. o pr6serve

egalement les axiomes de compr6hension car o I f yk 
* 1 

V *k

(*k-yk+1* '1)J est  f  yo(k+1) '  v*o(k) ' (xe y+olq, l ) ,
et o [p] est d'ordre k * 1, c'est-d-dire d'ordre 0 (o (k * 1)),  si
qr I 'est.  n

Ce theordme peut 6tre egalement prouv6 en remarquant que
la partie d'un moddle de TR, constitu6e par les univers et rela-
tions pour les sortes de degr6 0, donne un moddle de TP.

6. Ramitication et prddicativit6 (suite).

La technique uti l is6e pour traduire les formules du langage
9 dans I vient d'6tre d6crite. La traduction inverse, de I
dans 9, s'eff"ectue de manidre similaire en associant a chaque
formule g de I une formule r[cp] obtenue par remplacement

des variables xo par ," 
(o). 

I l y a l ieu toutefois de se l imiter ici
a traduire des formules normales afin de respecter les differen-
ces entre les variables.

L'analogue du theoreme 3 affirmerait que r[g] est derivable
dans TP lorsque g I 'est dans TR. Cette proposition est, cette
fois, erron6e. I l suffit, pour s'en rendre compte, de con-
sid6rer l'axiome 3 yz co> Vxo 1x0 € y2 (0) <+ f v1 (0) (v1 rol G 22 (1 (0))

A x0 € v1 corl de TR dont la traduction n'est pas d6rivable dans
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TP (voir I1]). Ce ph6nomdrne est dri d la pr6sence, dans cet
axiome, d'une variable de degr6 1. En effet, ainsi que ce sera
d6montr6 dans les paragraphes 7 et B, la proposition est vraie
pour les formules de degr6 0 ('). Cela montrera que TR n'est
pas, d vrai dire, plus puissante que TP.

Lemme 1.

Si q est une formule de I (0), on a TR (0) p cp ssi TP r- r[q].
Ddmonstration. 0 (o (k)) : 0, quel que soit le type k et r[cp]
est un axiome de TP ssi cp est un axiome de TR (0). n

Attachons-nous donc d demontrer que TR est une extension
conservatrice de TR (0).

7. R6duction de TR.

Pour montrer plus ais6ment dans la section B que TR n'est
pas plus forte que TR (0), on analysera d'abord les axiomes
qu'il faut ajouter d ceux de TR (0) pour avoir TR.

Delinitions.

1. Si x est de sorte o - p, h (p, a)(x) est d6fini r6cursivement
par les sch6mas:
h (1,  o)  (x)  :  {x}" ;
h (q *  1,  u)  (x)  :  {h (q,  t r -  1)  (v)  I  "  

€x}" .
2, Si a - p est une sorte, H (p, o) est le predicat, pour les ob-

jets de sorte o, d6fini par les sch6mas:
H (1' s) (x) ssi 3 Y"-t ({ Y }" : x) ;
H(q*1,o) (x)  ssi  Yz(z ex-)H(q,a-1) (z)) .

3. ,?f, est la classe des formules r6sultant de t'addition d Exf
des axiomes de compr6hension de la forme:
I y (y : h (p, a) (x)).

4, I est la classe des formules r6sultant de I'addition d Exl

(7) Les formules de degr6 0 sont 6videmment normales.
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des axiomes de compr6hension de la forme:
ly Vv (v e y+h (p,  o)  (v)  e x) .

5. fr est la classe lf, U g.

6. tr (m), I (m) et F {m) sont, respectivement, lf, n I (^),
sns(m) etsn9@).

Lemme 2.

a.  Si0(x) :  m,
tr(ml r(m) x:y<>h(p,a) (x)  -  h(p,o) (y) .
Si0(y) :  n,
t r  (n)  p (n) x c y **h (p -1,  o-  1)  (x)  e h (p,a) (y) .

b.  Sim:0(o),
F (m + 1) F (m + 1) H(p'o) (x)  + 3y(x :  h(p,cr)  (y)) .

c.  Sim:0(y),
tr (m) r- (m) H (p, CI) (h (p, a) (y)).

d. Les formules H (p,o) (x) reldvent du langage g (0 (x)). Les
formules x : h (p, o) (y) reldvent du langage g (0 (x) + 1).

Ddmonstration. a et d sont des cons6quences directes des defi-
ninitions et c d6coule de b.

b se d6montre par r6currence sur p. On peut supposer d'em-
bl6e que p > 1. Par la d6finition I et par I'hypothdse de r6cur-
rence, t r (m+1)r-(m*1)x:  h(p,o) (y)  +Vz(ze x+H
(p - 1, o - 1) (z)) et, par la definition 2,
#(m+ 1) r  (m+ 1) f  y(*  :  h(p,o) (y)  -+H(p,o) (x) .

Pour montrer I' implication inverse, d6signons par q la for-
mule Vv (v e y+h (p- 1,  o-  1)  (v)  e x) .  Alors,  I  (m + 1)
r (m + 1) I y q. D'autre part, l 'hypothdse de r6currence, les
d6finitions I et 2 et le point a donnent ,ff (m * 1) r- (m f 1)
((H(p'o) (x)  Aq) -+x:  h(p,o)y) et ,  t r (m+1) F(m+1)

e-+ (H (p, o) (x) -+ f y (* :  h (p") (V))).
D'otr la conclusion. tr

Les deux op6rations f et g qui seront d6finies ci-aprds agis-
sent sur les formules normales d'un langage I (^ + 1) (m ) 1).
Elles permettront d'effectuer la r6duction de TR a I'un de ses
fragments. Les deux d6finitions seront donn6es simultan6ment,

409
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chacune d'elle se fera par induction sur la longueur des for-
mules.

1. Considerons d'abord les formules de la forme xo-l G vo.
1.1.  Si  0 (y)  (  m,

f  [xey]  = glxey]  = x€y.
1.2. Si 0 (y) :  m * 1 et si

1,2.1.  D(x) (m, alorsCI(1) + cr(2) *1etf [x€y]  
-3z (Vv (v e z<>y :  x)  n z e h (2,  13) (y)) ,

$[>1"-t c Y"] - 
3z (Vv (v e z<+v : x"-1)

A z e yo),  ou 13 :  CI (1) ("  (2)  *  1 (o- 1)) .
1.2.2 'D(x) :  mf l ,a lorsCI(1) :  a(2) *1et

f [x e y]  
-  

h (p- 1,  13- 1) (x)  e hp,0) (y) ,
g[x"- l  eY"]  

-x0-1 
€Y0,

i : rfi T T':hil ll':jF;f#e j .
2. Soit la formule x" : yn.

2.1.  Si  0 (x)  (  m,
f [x:y]  

-  
g[x:y l  

-  
x:y.

2.2.  Sib(x) :  m*1,
f [x : y] : h (p, 13) (x) : h (p, 13) (y),
g[x":Y"]  = x0:Y0,
otr p et B sont d6finis comme en 1,2.2.

3.  f  [ ,pVV] = f  [q]  Vf  h, l ,
g lqVVl 

-  
g lq l  Vg[r t ] ,

f  [ ]q l  -  >f  [U],
g[>a] = ]g lq l .

4. Soit la formule 3 x" cp (x").
4.L' Si 0 (cr) ( m, ou si x n'a pas d'occurrences libres dans

q (x),
f  [3xq(x)]  -  

I Ixf  [q(x) ] ,
g [ ]  x p (x) l  :  l l *  s [q (x) ] .

4,2. Sinon, f [q (x)] est de la forme .i, (h (p, 13) (x)), p et 13
etant d6finis en 1.2.2. En ce cas,
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f [3 x"q (x)] : l lxo (H (p, 0) (x) A .1, (x)),
g [ ]  x" q (x)l  

-  
f  x0 (H (p, 0) (") A s hJ (x)l) .

Le lemme suivant est un ensemble de remarques d propos
de ces definitions.

Lemme 3.

Si p est une formule de I (m + 1), alors
a. F(m+1) p(m+1) q+f lq l ,
b. g [p] est une formule de I (m),
c. g [q] est d'ordre k ssi q est d'ordre k,
d. f [q] est le resultat de la substitution d certaines variables

libres xl3 dans g [ql de termes de la forme h (p, 13) (x). D

Lemme 4.

Dans la th6orie TR (m) + F (m + 1), de langage g (m * 1), on
peut d6river les formules de Comp (m * 1).

Ddmonstrcf ion. Soit ! ly" Vxo-1 (x e y+q (x)),  un axiome de
Comp (m * 1)'On elimine les situations triviales en supposant
que cet axiome n'est pas dans Comp (m) et que x apparait libre-
ment dans q (x).

1.  Siq (x)  estdedegr6m, alors0 (o) :  m * l  eto (1)
)  a (2) + 1.
Dds lors,
Comp (m) *  t r  (m + 1) F (m + 1) 3y0 Vz(ze y<+ 3x
(z:  h(1,8-1)(")  Aq(x))) ,ouB: o(1) (o(2)
* I (cr - 1)) (lemme 2, d).
On en d6duit que
Comp (m) *  F (m + 1) F (m + 1) f  y"  Vz(z e.  y<> 3x
(h (1,0-1) (z)  :  h (1,  B- 1) (x)  A q (x))) .
La proposition suit de ld par le lemme 2, a.

2, p (x) n'est pas de degre m.
2.1. Si 0 (x) ( m. En utilisant le premier cas et le lemme 3,
b, c, on obtient:
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Comp(m) *  F (m+ 1) r  (m + 1) fy"  Vx(x e y+g
[p (x)]) et
Comp(m) *F(m+1) F(m+l)  fy"Vx(xey
+ f [p (x)].
Il suffit alors de se r6f6rer au lemme 3, a.

2.2.  SiD(x):m+1,0(a) :m*leta(1) :  o(2) *1.
Par le lemme 3, b, c, iI vient:
Comp (m) r  (m) f  y0 Vx (x e y+g [q (x) ] ,  p et0
6tant d6termin6s comme dans les definitions de f et de
g.De ld, si  V (h (p - 1, B - 1) (x)) est la formule f [cp (x)],
Comp (m) * tr  (m + 1) F (m + 1) I lyP Vx(x e y
+ rlr (x)) et
Comp(m) *  f i  (^+ 1) F (m+ 1) fy"  Vx (x e y
<+ f [q (x)l).
Ce qui, par le lemme 3, d, achdve Ia demonstration. n

Th6ordme 4.

TR : TR (0) + g. (")

8. <<Equivalence>> de TR et TP.

Par r6currence SUr p', on a le

Lemme 5,

Si  p ' {  p,  s ' -p '  :  G-p,  l3-p '  :  o,  0-(p + 1) :  o '  et
m : D (o) * 1, alors
tr(m) r  (m)h(p' ,0)  h(p,q) (x)  :  h(p*1,8) h(p ' ,s ' ) (x) .  n

Th6ordme 5.

TR (m + 1) est une extension conservatrice de TR (m).

(8) Plus pr6cis6ment, les axiomes non logiques de TR peuvent 6tre rem-
plac6s par Comp {0) + g.

n
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Ddmonstration. Soit .,fl un moddle de TR (m). Nous nous propo-
sons de l '6tendre en un moddle de TR (m + 1), c 'est-d-dire'  par
le lemme 4, en un moddle de TR (m) + F (m + 1). En outre,
nous prouverons qu'une telle extension s'obtient par simple
addition d tr d'univers et de relations pour les sortes de degre
m * 1. De cette faqon, le nouveau moddle satisfera les mdmes
formules de I (m) que le moddle ,//.
On construira une suite de structures il0, uy'lr, uy'lr,... telle que:
,ty'ls: ,,//i "//y*t (k ) 0) r6sulte de I'addition d. ,t//r, d'univers M,
et de relations (, pour les sortes .1 de degre m * I et de type
k + 1. Chaque ,t6 o sera une structure pour le fragment - que
nous appellerons I ((n)) - du langage g r6duit aux variables
qui sont soit de degr6 inf6rieur d m f 1, soit de degr6 m * 1
et de type inf6rieur ou 6gal d n. Leur r6union sera de ce fait
une structure pour I (m + 1).

Il apparaitra sans preuve en cours de construction que ces
structures sont des moddles des axiomes de I et donc de Exf,
compris dans les limites des langages correspondants. Leur
r6union sera donc le modele de TR (m + 1) cherch6 si elles
satisfont les axiomes de ff appartenant d leurs langages. Com-
me ,//s est un moddle de TR (m), la d6monstration ne concer-
nera que le passage de "//oit"/ /y*1, eu€l que soit  k (k > 0).

D6finissons tr ((n)) comme etant la classe des axiomes
tr(m + 1) n I (n)) et supposons que ,//o est un modele de
tr ((k)).

Si y est une sorte de degr6 m * 1 et de type k + 1, les 616-
ments de M, sont les ensembles de la forme {v e Mr-r lfi lu
trh(p- l ,a- l )  (v)  ex),  ou x appart ient  e Mo, p) l  et
o - p _ y. Cette d6finition est l6gitime parce que ,//1* est un
modele de tr ((k)). En outre, Mr est non vide, puisqu'il y a au
moins une sorte o et un nombre p (p > 1) tels que o-p : y.

La relation (^, est I'appartenance entre 6l6ments de Mr - r et
de Mr. En d'autres termes, si v est dans My - r et Y dans Mr, on
pose:

v (ry ssi v est un 6l6ment de y.

413
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Soit ly (y :  h (p, 
") 

(x)) un axiome de tr ((k - l-  1)).  Mon-
trons qu'il est valide dans tru*r.

1.  p :  1 ' .
Onpeut se l imiter au cas ouE (o) - m * l  et r (a) :  k + 1.
Il y a une sorte (3 de degr6 m et un nombre q (q > 1) tels que
cr :  0-q.Dr is lorso-1 :  (13-1) -  (q-1)
et , / /o= ly (y :  h (q- 1,0- 1) (x)) .  Donc, en appl iquant
le lemme2, a,  s ix e Mo-1, oo df l r .*1 F h (1,cr)  (x)
:  {n I  h (q- 1,13- 1) (v)  € h (1,13) h (q -1, l3-  1)  (x)  } .

2.  p > 1.
Supposons cette fo is que 0 (a-p) :  m * 1 et t  ("-p)
:  k + 1.

Soit x un el6ment de H.,. (y : o - p). Autrement dit:
x :  {v e Mr-,  l f lu = h (p ' -1,  1)  (v)  € y} ,  pour un
nombre p' ,  une sorte o 'et  un 6l6ment y de Mo,,  te ls que p'> t ,
D(o')  :  mety:0 ' -p ' .

Si s : o', alors p : p' et ,t//y*r F h (p, o) (x) :

{n l t  G yn H(p'-1,  s ' -1)  (v)  } .Sis*a' ,a lorsry(p) +
a'(p ' ) .
En ce cas, nous pouvons supposer (n) que o' (p') > CI (p) et, par-

tant, p' ( p. I l y a, des lors, une unique sorte (3 telle que

0 -  (p + 1) :  o '  et  0 __p'  :  o.  Nous montrons que l 'e lement
z de M* tel  que frn*r  F z :  {w"- t  lh (p '  -L, l3-  1)  (w) G
h (p * 1, B) h (p', o') (x) ) est I 'ensemble h (p, o) (x) cherch6.

Tout d'abord, fro*r F h (p, o) (x) C z. En effet, si

tru*r F v G X, iI vient successivement:
, / /o*r  F h (p,  (3-  1) h (p ' -  1,  1)  (v)  e h (p + 1 '  0)

h (p ' ,  o ' )  (x)  ( lemme 2, a),
, .dy*r  F h (p ' -  1,  (3-  1)  h (p -1,  cr-  1)  (v)  € h (p *  1,  [3)

h (p ' ,  o ' )  (x)  ( lemme 5),

et f i ly*r  F h (p- 1,11- 1) (v)  e z.
Enf in,  ' / /y* t  F z G h (p,  o)  (x) .  Car s i7/ /n+rF w e z,  r I  existe

(e) L'autre cas se d6montre de fagon sym6trique.
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un 6lement v de M'' tel que,//o*t

h (p,  B- 1) h (p '  -1,  0 ' -  1)  (v)

, i ly*1F 3v (w :  h (P- 1 '  . ' -

et  5) .

Fh(p'-1,13-1) (w) :

A v e x, et donc,
1) (v) A v e y; (lemmes 2,

415
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Corollaire.

a. TR est une extension conservatrice de TR (0).

b. Si q est une formule de g (0), alors TR r- q ssi TP r t [q]'
c. Si .t, est une formule de 9, alors TP r rfr ssi TR r- o [q;]'

Ddmonstration.

a. si g est une formtle I (0) et si TR F Q, alors TR (m) r- (m) q'

pour un entier m et, par m applications dtt theoreme' TR (0)

r (o) q.
b. Si cp est dans ,9 (0), o [r [q]l est identique a cp.

Le theordme 3 montre donc que TP F- r [q] entraine TR r cp.

La reciproque se d6duit du point a et du lemme 1'

c, Si q est une formule de 9,6 [rir] est une formule de I (0) et

r to [rir] l est identique a q,. La proposition suit du point b et

du th6ordme 3. n

9. Ramit icat ion et  r6duct ib i l i t6.

L'axiome de reductibil i t6 fut introduit par Russell pour re-

m6dier d certaines diff icultes engendr6es par la ramification.

On ne peut pas, par exemple, inferer d'une formttle universelle

V * q (x) chacune des instances (bien formees) q (y) (voir th6o-

reme t). I l  faut egalement se resigner a definir les nombres

naturels d'une faqon peu satisfaisante et imposer des restric-

tions au principe d.' induction. On en arrive m6me, dans cer-

tains cas, ir devoir admettre que le suplemum d'un ensemble

born6 de reels est d.'un ordre sup6rieur d I 'ordre des 6l6ments

de cet ensemble. Pour contourner ces probldmes, I 'axiome de

r6ductibil i te doit venir se surimposer de l 'ext6rieur d une th6o-

rie apparemment suffisante. Or, ainsi que ce fut signal6 par
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Ramsey (voir [3]), cela n'est pas sans effets: I'axiome de r6duc-
tibilit6 semble ruiner totalement la hi6rarchie des ordres.
Etranger aux motivations qui ont men6 d la ramification, cet
axiome fait apparaitre la distinction des ordres comme une
complication inutile superpos6e d celle des types. Il fut de ce
chef condamn6 sans appel, mais aussi, d notre connaissance,
sans veritable preuve.

Dans ce paragraphe, nous d6montrerons le bien-fond6 de ces
critiques dans le cadre du systdme TR. Nous y montrerons
que la version simplifi6e des Principia Mathematica obtenue
en ajoutant d TR I'axiome de r6ductibitit6 n'est, somme toute,
qu'une pr6sentation compliqu6e d'un systdme de th6orie sim-
ple des types. Il en suivra, comme corollaire, que l'axiome de
r6ductibilit6 est ind6pendant de TR.

La th6orie TT, d6crite dans [1], est une version simplifi6e de
la th6orie simple des types. Les formules de cette th6orie s'6cri-
vent dans le langage g. TT est plus forte que TR, en vertu du

Th6ordme 6.

Si q est une formule normale de I et si TR F e, alors TT
F r [q].

D1monstration. TT admet, comme axiomes de compr6hen-
sion, toutes les formules de g de la forme f y" + 1 V xo
(x" e yn*1*>qr) ,  of  y"+1n'est  pas l ibre dans $.La traduct ion
d'un axiome de TR dans I est donc un axiome de TT. Cette
traduction respecte egalement les regles de derivation. Ainsi,
toute derivation de g dans TR se transforme en une d6rivation
de r [cp] dans TT. n

On d6montre 6galement cela en notant que tout mod dle ,f
de TT s'etend en un moddle ,,6 de TR. I1 suffit pour cela de
poserM :  N et  <- cr  r (o)  -B -r(B)-1

Parmi les multiples formes possibles de l'axiome de r6duc-
tibilit6, nous choisirons I'affirmation que tout ensemble d'un
ordre donn6 d6passant d'au moins une unit6 I'ordre de ses 616-
ments est formellement dquivalent d un ensemble d'ordre im-
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mediatement inf6rieur. Se postulat s'exprime dans I par I'en-

semble Red des 6nonc6s:
Vxo f  y"(y"^,x0),  o i  a-1 :  B-1 et  B(1) :  o(1) *  1.

La th6orie PM, r6sultant de I'addition de Red d TR, est une

simplification du systdme des Principia Mathematica.

Th1ordme 7.

PM r VxP 3y"(y"^ 'xo),s iu-1 :  (3-1.

Si cp (x") et q (y0) sont des formules de 9, alors

PM r Vx".p (x") -+ q (Yo).

Dlmonstration. La proposition a. ne fait que combiner Red et le

th6oreme 1, b. b. se d6montre en apportant une modification

6vidente d ta d6monstration du th6oreme 2. tr

Le th6ordme 1, c sera g6neralis6 dans le lemme qui va suivre'

Ce lemme est prec6d6 de la

Ddlinition.

Une formule (normale) V de I est une vari ante d'une formule

(normale) cp de g ssi qi est obtenu en remplaqant chaque

variable de g par une variable de m6me num6ro et de mdme

type.
Si q est une variante de P,

et les trad.uctions, dans 9,
(r lq l  

- r l9 l ) .

4t7

a.
b.

cp est 6galement une variante de .i,

de g et de rp sont indiscernables

Lemme 6.

Si ! ,  (yr, . . . ,  Yo) est une variante de I (xr '  . . . ,  xn), si  la suite

x1, ..., xn mentionne toutes les variables libres de I (xr, "', Xn)

et si xi - 1r1 est une formule (i < i < n), alors PM r (xt - Yt A

. . .  n xn -  y,)  + (q (xr ,  . . . ,  Xo) €rf  (yr ,  . . . ,yJ).  En part icul ier ,  s i

q et, U sont des 6nonc6s, PM F I <+ V.
La d6monstration par r6currence sur la construction de

g (xr.. . ,Xo), analogue d cel le du th6ordme I,  cr ne rencontre
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qu'un seul cas non 6vident, celui
r6sout en faisant appel au th6ordme
Th6ordme B.
a. Si q est une formule normale

TT p r [q].
b. Si rp est une formule de g, alors TT r q ssi PM r- o hrl.

Ddmonstration.

a. l, En remarquant que la traduction des axiomes de Red
sont d6montrables dans TT, on prolonge la d6monstra-
tion du th6oreme 6 pour obtenir que pM r cp entraine
TT r- r [q].

b. 1. si rr ts v, alors PM p o tqjl. L'op6ration o pr6serve Ies
axiomes logiques et d'extensionnalit6 ainsi que les regles
de derivation. Montrons qu'elle respecte les axiomes
de compr6hension. Soit 3 yn+1 Vxo (x" € yn*t <+ L), uD
tel axiome. En admettant que o [1] soit d'ordre m (m ]
n*1),  on a TRr- f  yBVx(xey<+o[X]) ,  s i  B:  m

(o (n)). Par ailleurs, TR uo 
(n * t) 

- yF -- (Vx (x e y
<+o [X])-+ Vx (x e z+6 tXl)) .D'oir ,  PM r-  o [3yn+t
Vx"(xey<>X)1.

a. 2. Si TT r- r [q], PM r o [r [q]1, en vertu de b. 1.
Or o [r [q]l est une variante de q. Donc, par le lemme 6,
pM r_ q.

b. 2. Si PM F o [qr], TT r t [o [rp]l a. 1.). Or r [o [VJ] est iden-
tique d rp. Donc, ... tr

Corollaire.

Les 6nonc6s de Red ne sont pas d6montrables dans TR.
sinon, TR serait identique d PM et, par le corollaire c du

th6ordme 5, TP identique d rr, ce qui est absurde (voir t1l). tr

du quantificateur. On le
7, a. f]

de g, alors PM r q ssi
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